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Cognome
Nome
matricola
Avvertenze
svolgere non piu` di 5 esercizi secondo le modalita` indicate sotto
• Chi sostiene la prova totale deve prendere due esercizi dal primo parziale e due dal secondo
parziale. Il quinto esercizio e` libero, parte teorica inclusa.
• Chi sostiene il secondo parziale, se ha i requisiti indicati nelle disposizioni finali puo` svolgere
solo la parte teorica, altrimenti deve svolgere cinque esercizi del secondo parziale, di cui
uno o piu` puo` essere scelto nelle questioni di teoria
Quesiti teorici 6 p
1. Misurabilita` delle funzioni derivabili
2. Teorema di generazione di misure
3. Teorema Beta Gamma di Eulero
4. Teorema sulla somma di due densita` congiunte
Esercizi secondo parziale
1. 5 p Sia X = {1, 2, 3, 4}, I = {{1}, {2}, {4}}. Descrivere esplicitamente la σ algebra
generata da I
2. 6 p Data la funzione fX(x) = |x|e−a|x| scegliere a in modo che essa sia una densita` di
probabilita`. Per il valore trovato scrivere la funzione di distribuzione cumulativa e calcolare
media e varianza. Calcolare infine P(−1 < X ≤ 1)
3. 5 p Dimostrare che e` lecito passare al limite sotto il segno di integrale in
lim
n→∞
∫ 1
0
n+ cos(nx)
n+ nx
dx
4. 6 p Dato A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9 &x2 + y2 − 2x ≥ 0} calcolare
∫∫
A
y dxdy
5. 8 p La densita` congiunta di due variabili aleatorie X, Y e`
f(X,Y )(x, y) =
√
3
2pi
e−(2x
2−xy+ 1
2
y2)
(a) Determinare le densita` marginali fX(x) e fY (y) e dire se X e Y siano indipendenti.
(b) Verificare che si tratta effettivamente di una densita`
(c) Determinare Cov(X,Y )
(d) Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = X + Y .
(e) Determinare la densita` fZ(z) della variabile aleatoria Z = Y/X.
12/01/2012
Clamfim 2011/2012: Modelli 1 secondo parziale 2
Esercizi primo parziale
1. 5 p Risolvere il problema di Cauchy
y′′(x) = −y′(x) + 2x
y(0) = 0
y′(0) = 1
2. 8 p Risolvere il problema di Cauchy parabolico{
ut = uxx
u(x, 0) = x2 + x
3. 6 p Calcolare la trasformata di Fourier fˆ(s) della funzione f(t) = t2e−t2
4. 6 p Usando il teorema sulla derivazione degli integrali dipendenti da un parametro, di cui
si richiede di verificare le ipotesi, dimostrare che, se 1 ≤ a∫ ∞
1
ln(ax)
x2
dx = ln a+ 1
5. 5 p Dimostrare che se una funzione u(x, t) e` soluzione dell’equazione del calore ut = uxx,
anche la sua derivata ut(x, t) risolve l’equazione del calore. Potete assumere che la soluzione
u(x, t) abbia derivate parziali di ogni ordine continue.
Risultati
I candidati con voto ≥ 25 che desiderano sostenere l’orale devono comunicarne l’intenzione al
docente entro venerd`ı 20 gennaio 2012 ore 13. Dopo tale termine i voti saranno verbalizzati.
584704 30
632876 29
643411 30
640666 30
637380 30
602324 R
645619 28
606334 30L
634014 25
635221 27
642210 30
317362 28
359756 30
634173 29
900045412 18
642978 30
637175 27
644399 23
644254 30L
639420 18
631367 30L
646126 30
641596 23
642080 30
645734 25
640578 28
643097 30L
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Soluzione secondo parziale
1. Si osservi che, usando gli assiomi di σ-algebra che {1} ∈ σ(I), {2} ∈ σ(I), {4} ∈ σ(I) =⇒
{1}∪{2}∪{4} = {1, 2, 4} ∈ σ(I). D’altra parte deve anche essere {1, 2, 4}c = {3} ∈ σ(I).
Questo basta per concludere che σ(I) contiene tutti i sottoinsiemi di I.
2. fX(x) e` funzione pari, quindi
∫ ∞
−∞
fX(x)dx = 2
∫ ∞
0
xe−axdx =
2
a2
=⇒ a =
√
2.
Per definizione F (x) =
∫ x
−∞
|t|e−
√
2 |t|dt. Si procede per casi. Se x < 0 troviamo
F (x) =
∫ x
−∞
−te
√
2 tdt =
1
2
(
1−
√
2x
)
e
√
2x
Se x > 0 troviamo
F (x) =
∫ 0
−∞
−te
√
2 tdt+
∫ x
0
te−
√
2 tdt =
1
2
+
∫ x
0
te−
√
2 tdt = 1− 1
2
(
1 +
√
2x
)
e−
√
2x
La media e` nulla perche´ la densita` e` funzione pari
E(X) =
∫ ∞
−∞
xfX(x)dx =
∫ ∞
−∞
x|x|e−
√
2 |x|dx = 0
La varianza, visto che si tratta di una variabile aleatoria a media nulla e`
Var(X) = E(X2) =
∫ ∞
−∞
x2fX(x)dx = 2
∫ ∞
0
x3e−
√
2xdx = 3
Infine la probabilita` richiesta e` F (1)− F (−1) = 1− (1 +√2) e−√2 ' 0, 413
3. Basta osservare che per x ∈ [0, 1]∣∣∣∣n+ cos(nx)n+ nx
∣∣∣∣ ≤ n+ 1n+ nx = 1 + 1n1 + x ≤ 21 + x
Infine
lim
n→∞
∫ 1
0
n+ cos(nx)
n+ nx
dx =
∫ 1
0
dx
1 + x
= ln 2
4. Il domino di integrazione e` l’interno del cerchio di centro nell’origine e raggio 3 e l’esterno
del cerchio di centro (1, 0) e raggio 1.
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Posto
B = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9}, C = {(x, y) : (x− 1)2 + y2 ≤ 1}
Abbiamo che ∫∫
A
xdxdy =
∫∫
B
ydxdy −
∫∫
C
ydxdy
Per l’integrale su B usiamo le coordinate polari x = r cosϑ, y = r sinϑ∫∫
B
ydxdy =
∫ 2pi
0
∫ 3
0
r2 sinϑ drdϑ = 0
Per l’integrale su C facciamo il calcolo diretto∫∫
C
ydxdy =
∫ 2
0
(∫ √2x−x2
−√2x−x2
ydy
)
dx =
∫ 2
0
0dx = 0
5. Si ha
(a) fX(x) =
∫ ∞
−∞
√
3
2pi
e−(2x
2−xy+ 1
2
y2)dy =
√
3
2pi
e−
3x2
2
fY (y) =
∫ ∞
−∞
√
3
2pi
e−(2x
2−xy+ 1
2
y2)dx =
1
2
√
3
2pi
e−
3y2
8
fX(x)fY (y) 6= f(X,Y )(x, y)
(b)
∫∫
R2
e−(2x
2−xy+ 1
2
y2)dxdy =
2pi√
3
(c) Per la parita` di fX e di fY abbiamo E(X) = E(Y ) = 0 quindi da Cov(X,Y ) =
E(XY )− E(X)E(Y ) abbiamo Cov(X,Y ) = E(XY ). In questo caso X e Y non sono
indipendenti e dunque
E(XY ) =
∫∫
R2
xyf(X,Y )(x, y)dxdy
=
√
3
2pi
∫
R
(∫
R
xye−(2x
2−xy+ 1
2
y2)dy
)
dx =
1
3
(d) fX+Y (z) =
∫ ∞
−∞
fXY (x, z − x)dx =
√
3
2pi
∫ ∞
−∞
e−
7x2
2
+2xz− z2
2 dx =
√
3
14pi
e−
3z2
14
(e) fY/X(z) =
∫ ∞
−∞
|x|fXY (x, zx)dx =
√
3
2pi
∫ ∞
−∞
|x|e− 12x2((z−2)z+4)dx =
√
3
pi (z2 − 2z + 4)
Soluzione primo parziale
1. Poniamo y′(x) = u(x) in modo da ottenere l’equazione (lineare) del primo ordine{
u′(x) = −u(x) + 2x
u(0) = 1
la cui soluzione e` u(x) = 2x−2 + 3e−x. Pertanto la soluzione y(x) del problema assegnato
e`
y(x) =
∫ x
0
u(s)ds =
∫ x
0
(2s− 2 + 3e−s)ds = x2 − 2x+ 3− 3e−x
2. Per la soluzione del problema{
ut(x, t) = uxx(x, t) for t > 0, x ∈ R
u(x, 0) = f(x) for t = 0, x ∈ R
(Hc)
si usa la formula
u(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds (Hs)
con, visto il nostro caso f(x) = x2 + x, ottenendo u(x, t) = 2t+ x2 + x
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3. fˆ(s) =
∫ +∞
−∞
e−2pi istf(t)dt =
1
2
√
pie−pi
2s2
(
1− 2pi2s2)
4. Pongo f(a, x) =
ln(ax)
x2
. L’ipotesi principale da verificare e`∣∣∣∣∂f∂a (a, x)
∣∣∣∣ ≤ g(x)
con g funzione sommabile sull’intervallo di integrazione assegnato. Essendo
∂f
∂a
(a, x) =
1
ax2
≤ 1
x2
tale ipotesi e` verificata. Quindi posto F (a) =
∫ ∞
1
ln(ax)
x2
dx si ha
F ′(a) =
∫ ∞
1
1
ax2
dx =
1
a
osservato che F (1) =
∫ ∞
1
lnx
x2
dx = 1 si ha allora F (a) = ln a+ 1
5. Per ipotesi u soddisfa ut = uxx. Pongo v = ut e verifico che anche v soddisfa l’equazione
del calore vt = vxx.
Si ha
vt = ∂tv = ∂tut = ∂tuxx = utxx
D’altra parte
vxx = ∂xxv = ∂xxut = uxxt
L’affermazione segue dal teorema di Scwartz.
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